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Caracterizamos uma transformac¸a˜o de Ribaucour de uma hipersuperf´ıcie na es-
fera ou no espac¸o hiperbo´lico, atrave´s de uma transformac¸a˜o de Ribaucour de uma
hipersuperf´ıcie no espac¸o euclidiano. Demonstramos um teorema de comutatividade
da transformac¸a˜o de Ribaucour com a projec¸a˜o estereogra´fica. Fornecemos condic¸o˜es
necessa´rias e suficientes para que uma transformac¸a˜o de Ribaucour preserve a propri-
edade de ser hipersuperf´ıcie de Dupin, em formas espaciais, estendendo o resultado ja´
conhecido no espac¸o euclidiano. Apresentamos um teorema semelhante sobre a comu-
tatividade da transformac¸a˜o de Ribaucour com a projec¸a˜o estereogra´fica, restrito a`s
hipersuperf´ıcies de Dupin. Aplicac¸o˜es da teoria fornecem novas famı´lias de hipersu-
perf´ıcies de Dupin cujas curvaturas de Lie e de Mo¨ebius na˜o sa˜o constantes.
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Abstract
We characterize a Ribaucour transformation of a hypersurface of the unit sphere
or of the hyperbolic space using a Ribaucour transformation of a hypersurface of the
euclidean space. We prove that the Ribaucour transformation commutes with the
stereographic projection. We give necessary and sufficient conditions for a Ribaucour
transformation to preserve the property of being a Dupin hypersurface. Similarly, we
prove that the Ribaucour transformation restricted to Dupin hypersurface commutes
with the stereographic projection. Aplications of the theory provide new families of
Dupin hypersurfaces whose Lie curvature and Mo¨ebius curvature are not constant.
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Transformac¸o˜es de Ribaucour foram inicialmente estudadas por Ribaucour e Bi-
anchi no in´ıcio do se´culo passado. Os resultados cla´ssicos mostram que estas trans-
formac¸o˜es quando satisfazem condic¸o˜es adicionais, permitem obter novas superf´ıcies de
curvatura Gaussiana constante ou curvatura me´dia constante a partir de uma superf´ıcie
que tambe´m possui a mesma curvatura constante.
Em [5], Corro-Ferreira-Tenenblat, reformularam a teoria cla´ssica para uma hipersu-
perf´ıcie no espac¸o euclidiano, utilizando formas diferenciais e usaram as transformac¸o˜es
de Ribaucour para obter novas famı´lias de hipersuperf´ıcies de Dupin. Neste trabalho
eles mostraram que a transformac¸a˜o de Ribaucour na˜o e´ uma transformac¸a˜o de Lie,
pois ela na˜o preserva a propriedade de ser hipersuperf´ıcie de Dupin pro´pria. Com isto,
os estudos sobre transformac¸o˜es de Ribaucour entre hipersuperf´ıcies de Dupin se tor-
naram mais interessantes, pois tal transformac¸a˜o pode gerar classes de hipersuperf´ıcies
de Dupin, que na˜o sa˜o Lie equivalentes a` inicial.
Os mesmos autores, em [6], construiram famı´lias de superf´ıcies mı´nimas, utilizando
a transformac¸a˜o de Ribaucour. Eles aplicaram tal transformac¸a˜o na superf´ıcie de En-
neper e no cateno´ide e encontraram novas famı´lias de superf´ıcies mı´nimas completas
de geˆnero zero, no espac¸o euclidiano. Embora a transformac¸a˜o de Ribaucour para
superf´ıcies mı´nimas seja um resultado cla´ssico, ate´ enta˜o na˜o tinha sido usado na cons-
truc¸a˜o de superf´ıcies mı´nimas. Lemes e Tenenblat em [11], aplicaram a transformac¸a˜o
de Ribaucour a uma classe especial de superf´ıcies mı´nimas que inclui a superf´ıcie de
Enneper, o cateno´ide e o helico´ide.
Em [7], Corro, Ferreira e Tenenblat, estabeleceram a teoria de transformac¸o˜es de
Ribaucour entre superf´ıcies linear Weingarten em R3 estendendo a teoria cla´ssica de
superf´ıcie de curvatura Gaussiana ou curvatura me´dia constante. No mesmo trabalho,
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obtiveram famı´lias de superf´ıcies completas com curvatura me´dia constante e superf´ıcies
completas linear Weingarten, aplicando a teoria ao cilindro e a` superf´ıcie de Delaunay.
Em [24], Tenenblat-Wang estenderam a teoria de transformac¸o˜es de Ribaucour para
subvariedades da esfera e do espac¸o hiperbo´lico, generalizando o trabalho de Corro,
Ferreira e Tenenblat em [5]. Ale´m disso, elas estenderam os resultados de [7] fornecendo
um me´todo para construir superf´ıcies linear Weingarten na esfera tridimensional S3 e
no espac¸o hiperbo´lico tridimensional H3. Tambe´m constru´ıram superf´ıcies completas
a um paraˆmetro com curvatura me´dia constante em S3, associadas ao toro plano por
uma transformac¸a˜o de Ribaucour. Em [25], as autoras aplicaram a teoria obtida em
[24] para as superf´ıcies com curvatura me´dia constante igual a 1 no espac¸o hiperbo´lico
tridimensional, em particular para a prima da superf´ıcie de Enneper.
Em [12], Lemes-Roitman-Tenenblat-Tribuzy provaram que a transformac¸a˜o de Dar-
boux (transformac¸a˜o de Ribaucour conforme) comuta com a correspondeˆncia de Law-
son (transformac¸a˜o entre superf´ıcies com curvaturas me´dias constante distintas conti-
das em formas espaciais). Eles tambe´m mostraram que a propriedade de completude
e´ preservada por esta comutatividade. Em geral, a transformac¸a˜o de Ribaucour entre
superf´ıcies linear Weingarten na˜o e´ uma transformac¸a˜o de Darboux, pore´m os auto-
res mostraram que as transformac¸o˜es de Ribaucour entre superf´ıcies linear Weingarten
que sa˜o conformes (portanto sa˜o transformac¸o˜es de Darboux) sa˜o precisamente essas
transformac¸o˜es para superf´ıcies de curvatura me´dia constante.
Motivados pelo trabalho de Lemes, Roitman, Tenenblat e Tribuzy, investigamos a
comutatividade da transformac¸a˜o de Ribaucour com a projec¸a˜o estereogra´fica em for-
mas espaciais e suas aplicac¸o˜es. Consideramos uma hipersuperf´ıcie orienta´vel Mn ⊂
Rn+1 e a hipersuperf´ıcie da esfera Sn+1 (respectivamente do espac¸o hiperbo´lico Hn+1)
pi−1
k¯
(M), obtida pela aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica quando k¯ = 1 (res-
pectivamente projec¸a˜o estereogra´fica hiperbo´lica quando k¯ = −1). A partir das trans-
formac¸o˜es de Ribaucour de M em Rn+1, fornecemos transformac¸o˜es de Ribaucour para
pi−1
k¯
(M) em M¯n+1(k¯), k¯ = 1 ou −1. Em seguida, provamos que estas transformac¸o˜es
de Ribaucour comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica.
Tambe´m fornecemos condic¸o˜es necessa´rias e suficientes para que uma transformac¸a˜o
de Ribaucour preserve a propriedade de ser hipersuperf´ıcie de Dupin, em formas espa-
ciais, estendendo assim, os resultados obtidos no espac¸o euclidiano, em [5]. Apresenta-
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mos resultados ana´logos sobre a comutatividade da transformac¸a˜o de Ribaucour com a
projec¸a˜o estereogra´fica, para hipersuperf´ıcies de Dupin, ou seja, obtemos um teorema
de existeˆncia de transformac¸o˜es de Ribaucour para hipersuperf´ıcies de Dupin que co-
mutam com a projec¸a˜o estereogra´fica. Em seguida, aplicamos os resultados obtidos na
construc¸a˜o de novas famı´lias de hipersuperf´ıcies de Dupin em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1.
Uma hipersuperf´ıcie de Dupin e´ uma hipersuperf´ıcie cujas curvaturas principais sa˜o
constantes ao longo de linhas de curvatura correspondentes. Tais hipersuperf´ıcies foram
inicialmente estudadas por Dupin em 1822, no entanto nos u´ltimos 50 anos muitos
autores teˆm se dedicado a este assunto. Uma hipersuperf´ıcie de Dupin e´ dita pro´pria
se o nu´mero g de curvaturas principais distintas e´ constante. Um importante passo na
teoria de hipersuperf´ıcies de Dupin, foi o trabalho de Pinkal ([17]-[20]) que estudou as
hipersuperf´ıcies de Dupin no contexto da geometria das esferas de Lie. Ele mostrou que
a propriedade de ser de Dupin pro´pria e´ invariante sob o grupo das transformac¸o˜es das
esferas de Lie, que conte´m o grupo das transformac¸o˜es de Mo¨ebius como um subgrupo.
As superf´ıcies de Dupin em R3 ja´ sa˜o conhecidas, a menos de transformac¸o˜es de Lie,
elas sa˜o partes de um cilindro circular, ou de um toro de revoluc¸a˜o, ou de um cone de
revoluc¸a˜o. Contudo, a classificac¸a˜o de hipersuperf´ıcies de Dupin em dimenso˜es maiores
esta´ longe de ser completa.
Thorbergsson em [26], mostrou que para hipersuperf´ıcies de Dupin pro´prias, com-
pactas, mergulhadas no espac¸o euclidiano ou na esfera, o nu´mero g de curvaturas
principais distintas pode ser g = 1, 2, 3, 4 ou 6. Cecil e Ryan, em [4] conjecturaram que
toda hipersuperf´ıcie de Dupin, pro´pria, compacta, mergulhada na esfera ou no espac¸o
euclidiano e´ Lie equivalente a uma hipersuperf´ıcie isoparame´trica na esfera. Para o caso
g ≤ 3 a conjectura e´ verdadeira (veja por exemplo [4],[1],[2],[14]). Pore´m, ja´ existem
contra exemplos para esta conjectura no caso de quatro e seis curvaturas principais
([21], [15]).
Estes contra exemplos envolvem uma ana´lise das curvaturas de Lie de uma hipersu-
perf´ıcie de Dupin pro´pria. Tais curvaturas foram primeiramente estudadas por Miyaoka
[16]. Ela provou que as curvaturas de Lie sa˜o invariantes por transformac¸o˜es de Lie.
Os contra exemplos de Pinkall-Thorbergsson em [21] e Miyaoka-Ozawa em [15], sa˜o
ambos baseados na construc¸a˜o de hipersuperf´ıcies de Dupin pro´prias que na˜o possuem
curvaturas de Lie constantes. Isto leva a uma revisa˜o da conjectura [3], que diz que
toda hipersuperf´ıcie de Dupin, pro´pria, compacta e conexa na esfera com g = 4 ou 6
4
curvaturas principais e curvaturas de Lie constantes sa˜o Lie equivalentes a uma hiper-
superf´ıcie isoparame´trica na esfera. Esta conjectura revisada e´ ainda um importante
problema em aberto, apesar de ja´ ter mostrado ser verdadeira em alguns casos com
certas condic¸o˜es adicionais.
Ja´ em [13], os autores introduziram o conceito de hipersuperf´ıcie isoparame´trica de
Mo¨ebius. Eles mostraram que, no espac¸o euclidiano, tal conceito coincide com uma
hipersuperf´ıcie isoparame´trica, assim uma hipersuperf´ıcie isoparame´trica de Mo¨ebius
deve ser uma hipersuperf´ıcie pro´pria de Dupin. Depois Rodrigues-Tenenblat, em [22],
mostraram que se uma hipersuperf´ıcie na esfera, possui o nu´mero g de curvaturas
principais distintas constante, com g ≥ 3, enta˜o tal hipersuperf´ıcie e´ isoparame´trica
de Mo¨ebius se, e somente se, ela e´ de Dupin com curvatura de Mo¨ebius constante.
Recentemente, va´rios progressos teˆm sido feitos na classificac¸a˜o de hipersuperf´ıcies
isoparame´tricas de Mo¨ebius, como e´ o casso dos trabalhos de H. Li, Lui, Wang e Zhao
[13], depois Hu e H. Li em [8], e ainda, Hu, H. Li e Wang em [9] e Hu e D. Li em [10].
Aplicar a transformac¸a˜o de Ribaucour em uma hipersuperf´ıcie em formas espaciais,
na˜o e´ uma tarefa fa´cil, pois encontrar explicitamente famı´lias de hipersuperf´ıcies associ-
adas, por uma transformac¸a˜o de Ribaucour, a uma hipersuperf´ıcie dada, e´ equivalente
a resolver um sistema de equac¸o˜es diferenciais. Por outro lado, va´rios estudos teˆm
sido feitos sobre a classificac¸a˜o de hipersuperf´ıcie de Dupin. Apesar de algumas clas-
sificac¸o˜es parciais terem sido obtidas, ver [3], o problema ainda permanece em aberto
para g > 3.
Aplicando a teoria obtida nesta tese a um cone em R4, encontramos uma nova
famı´lia de hipersuperf´ıcies pro´prias de Dupin em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1 com curvatura
de Mo¨ebius na˜o constante. Vale ressaltar que este cone e´, a menos de transformac¸a˜o de
Mo¨ebius, a u´nica hipersuperf´ıcie de Dupin em R4, de curvatura de Mo¨ebius constante,
parametrizada por linhas de curvatura, veja [23]. Analogamente, aplicando os resulta-
dos obtidos em uma esfera em Rn+1, encontramos uma nova famı´lia de hipersuperf´ıcies
pro´prias de Dupin em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1 com curvatura de Lie na˜o constante.
No Cap´ıtulo 1, apresentamos resultados gerais sobre hipersuperf´ıcies em formas
espaciais. Tambe´m relembramos a definic¸a˜o de transformac¸a˜o de Ribaucour e alguns
teoremas sobre tal transformac¸a˜o, obtidos por Corro-Ferreira-Tenenblat em [5], no
espac¸o euclidiano e por Tenenblat-Wang em [24], na esfera e no espac¸o hiperbo´lico.
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No cap´ıtulo 2, provamos os dois resultados principais deste trabalho. Consideramos
uma hipersuperf´ıcie orienta´vel Mn ⊂ Rn+1, parametrizada por linhas de curvatura
ortogonais, e a hipersuperf´ıcie da esfera Sn+1 (respectivamente do espac¸o hiperbo´lico
Hn+1) pi−1
k¯
(M), obtida pela aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica quando k¯ = 1
(respectivamente projec¸a˜o estereogra´fica hiperbo´lica quando k¯ = −1). No primeiro
teorema (Teorema 2.1), a partir das transformac¸o˜es de Ribaucour de M em Rn+1,
fornecemos transformac¸o˜es de Ribaucour para pi−1
k¯
(M) em M¯n+1(k¯), k¯ = 1 ou −1. Em
seguida, estudamos a comutatividade da transformac¸a˜o de Ribaucour com a projec¸a˜o
estereogra´fica, provando no segundo teorema (Teorema 2.2) que as transformac¸o˜es
de Ribaucour, dadas no primeiro teorema, comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica.
Esses teoremas mostram que as famı´lias de hipersuperf´ıcies que sa˜o transformac¸o˜es
de Ribaucour de M e pi−1
k¯
(M) comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica, isto e´, dada
uma hipersuperf´ıcie associada a M existe uma hipersuperf´ıcie da famı´lia associada a
pi−1
k¯
(M) que comuta com a projec¸a˜o estereogra´fica.
No cap´ıtulo 3, estudamos hipersuperf´ıcies de Dupin em formas espaciais, para-
metrizadas por linhas de curvatura ortogonais. Fornecemos condic¸o˜es necessa´rias e
suficientes para que a transformac¸a˜o de Ribaucour leve hipersuperf´ıcie de Dupin em
hipersuperf´ıcie de Dupin, estendendo o resultado obtido no espac¸o euclidiano, em [5].
Ale´m disso, provamos um resultado ana´logo ao Teorema 2.2, restrito a`s hipersuperf´ıcies
de Dupin, isto e´, obtemos um teorema de existeˆncia de transformac¸o˜es de Ribaucour
para hipersuperf´ıcies de Dupin que comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica.
No cap´ıtulo 4, apresentamos duas aplicac¸o˜es dos resultados obtidos nos cap´ıtulos
anteriores. Estudamos as transformac¸o˜es de Ribaucour de uma esfera Mn ⊂ Rn+1 e
de um cone tridimensional em R4, cuja curvatura de Mo¨ebius e´ constante. Utiliza-
mos alguns teoremas, obtidos em [5] e em [24], para fornecer as transformac¸o˜es de
Ribaucour localmente associadas a` esfera e ao cone. Em seguida, usamos um teorema
obtido no cap´ıtulo 3 para caracterizar quais dessas transformac¸o˜es sa˜o hipersuperf´ıcies
de Dupin. Utilizamos os teoremas de comutatividade para obter as correspondentes
hipersuperf´ıcies em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1. Obtemos novas famı´lias de hipersuperf´ıcies de
Dupin. Mostramos que, genericamente, as que sa˜o associadas a` esfera na˜o teˆm curva-
tura de Lie constante e as que sa˜o associadas ao cone na˜o teˆm curvatura de Mo¨ebius
constante.




(M) em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, as transformac¸o˜es de Ribaucour de M e de pi−1
k¯
(M) for-
necem famı´lias de hipersuperf´ıcies associadas. O teorema de comutatividade (Teorema
2.2) prova que estas famı´lias comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica, isto e´, dada uma
hipersuperf´ıcie da famı´lia associada a M , existe uma hipersuperf´ıcie da famı´lia associ-
ada a pi−1
k¯
(M) que comuta com a projec¸a˜o estereogra´fica. No cap´ıtulo 4, mostramos




Neste cap´ıtulo fornecemos algumas definic¸o˜es e apresentamos alguns resultados que
sera˜o utilizados nos cap´ıtulos posteriores.
1.1 Hipersuperf´ıcies em Formas Espaciais
Nesta sec¸a˜o apresentamos alguns resultados obtidos sobre as hipersuperf´ıcies em
formas espaciais, parametrizadas por linhas de curvatura ortogonais.




xjyj − xn+2yn+2. (1.1)
Um modelo para o espac¸o hiperbo´lico e´ a subvariedade
Hn+1 =
{
x ∈ Ln+2/ 〈x, x〉 = −1} .
Considere uma hipersuperf´ıcie orienta´vel Mn ⊂ M¯n+1(k¯), onde M¯n+1(k¯) = Rn+1
se k¯ = 0, M¯n+1(k¯) = Sn+1 ⊂ Rn+2 se k¯ = 1 e M¯n+1(k¯) = Hn+1 ⊂ Ln+2, se k¯ = −1.
Seja ei, 1 ≤ i ≤ n, um referencial ortonormal tangente a M e N um campo de vetores
unita´rios e normais, localmente definido em M . Denotaremos por ωi as 1−formas duais
8
Cap´ıtulo 1. Preliminares




ωj ∧ ωji, ωij + ωji = 0. (1.2)
Considerando a conexa˜o normal ωin+1 = −ωn+1i = 〈dei, N〉, temos que as equac¸o˜es









ωij ∧ ωjn+1. (1.4)
Considere as conexo˜es Riemannianas em M¯(k¯) e M , dadas respectivamente por ∇¯
e ∇. Seja B a segunda forma fundamental de M e S o operador linear e auto-adjunto
associado a B, definido por: S : TpM → TpM , p ∈M , de forma que
〈S(x), y〉 = 〈B(x, y), N(p)〉 , ∀x, y ∈ TpM.
Chamamos de curvaturas principais de M os autovalores de −S e de direc¸o˜es principais
os autovetores correspondentes.
Supondo que a hipersuperf´ıcie Mn ⊂ M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1, e´ parametrizada por




ω2i , onde ωi = aidui e ai = |Y,i|, sendo Y,i a derivada parcial com








(−ai,jωi + aj,iωj) , 1 ≤ i, j ≤ n, (1.5)
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e que os s´ımbolos de Christoffel sa˜o dados por












para i, j, k distintos.





onde Akij ∈ R. Pore´m, de (1.2) segue que
Akij = −Akji, 1 ≤ k, i, j ≤ n. (1.8)
O que implica
Akii = 0 1 ≤ k, i ≤ n.
Ale´m disso, substituindo (1.7) na expressa˜o de dωi em (1.2) e aplicando a um par de
vetores ei, es, i 6= s, segue que dωi(ei, es) = Aiis. Por outro lado, como ωi = aidui, temos






, i 6= s.
Analogamente, como dωi(et, es) = 0, ∀s 6= i, t 6= i, segue que Asti = Atsi, ∀s 6= i, t 6= i.
Pore´m, usando (1.8) temos que
Asti = 0, para i, s, t distintos.











(gjk,i + gki,j − gij,k) gkl,
onde gij = a
2
i δij e (g
kl) e´ a matriz inversa de (gkl).
Como as curvas coordenadas sa˜o linhas de curvatura, temos tambe´m que
dN(ei) = λiei, ωin+1 = −λiωi. (1.9)
Sendo assim, as equac¸o˜es de Codazzi (1.4) se reduzem a
dλi(ej) = (λi − λj)ωij(ei), i 6= j.
A proposic¸a˜o seguinte nos da´ uma propriedade sobre as hipersuperf´ıcies em M¯(k¯),
k¯ = 0,±1, parametrizadas por linhas de curvatura ortogonais, que sera´ muito utilizada
nos pro´ximos cap´ıtulos.
Proposic¸a˜o 1.1. Seja Mn ⊂ M¯(k¯), k¯ = 0,±1, uma hipersuperf´ıcie orienta´vel para-
metrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, com ai = |Y,i|,










































+ λiλj + k¯ = 0, i, j distintos.
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Demonstrac¸a˜o: (i) Aplicando a equac¸a˜o de Gauss (1.3) a um par de vetores ei, es






, i, j, s distintos. (1.10)













∧ ωj + aj,i
aiaj
dωj, (1.11)














, i, j, s distintos. (1.12)
Assim, igualando as expresso˜es (1.10) e (1.12) obtemos o desejado.
(ii) Aplicando a equac¸a˜o de Gauss (1.3) a um par de vetores ei, ej e considerando
a equac¸a˜o (1.5), obtemos








− (λiλj + k¯). (1.13)
Por outro lado, da equac¸a˜o (1.11), temos
















Pore´m, aplicando a equac¸a˜o (1.2) ao mesmo par de vetores ei, ej e usando a equac¸a˜o
(1.5) novamente, segue que
dωi(ei, ej) = − ai,j
aiaj



















































, para i 6= j,
conclu´ımos a demonstrac¸a˜o.
Observac¸a˜o 1.1. A expressa˜o (ii) da Proposic¸a˜o anterior, poderia ser obtida tambe´m
usando a expressa˜o da Equac¸a˜o de Gauss em termos dos s´ımbolos de Christoffel, dados
por (1.6), para uma parametrizac¸a˜o por linhas de curvatura ortogonais.
O resultado abaixo, segue diretamente das expresso˜es dos s´ımbolos de Christoffel,
dados em (1.6). O colocamos em forma de Lema por utiliza´-lo com frequeˆncia nos
cap´ıtulos seguintes.
Lema 1.1. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em Rn+1, parametrizada por li-




direc¸o˜es principais, −λi curvaturas principais correspondentes e N um campo
de vetores unita´rios normais a M . Enta˜o,





























+ 〈Y,N〉2 = |Y |2.
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O resultado segue, fazendo o produto interno de Y,ij por Y .











































〈Y, Y,ii〉+ λi 〈Y,N〉
= − 1
a2i




(iii) Imediato, basta observar que a imersa˜o Y pode ser escrita como combinac¸a˜o
linear dos vetores e,1, ..., e,n, N .
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1.2 Transformac¸a˜o de Ribaucour em Formas Espa-
ciais
Nesta sec¸a˜o fornecemos a definic¸a˜o de transformada de Ribaucour de uma hipersu-
perf´ıcie Mn ⊂ M¯(k¯), k = 0,±1, e em seguida apresentamos alguns resultados obtidos
por A. Corro, W. Ferreira e K. Tenenblat em [5] e por K. Tenenblat e Q. Wang em
[24], que utilizaremos com frequeˆncia nos cap´ıtulos seguintes.
Definic¸a˜o 1.1. (i) Uma congrueˆncia de esferas geode´sicas em M¯(k¯) e´ uma famı´lia a
n−paraˆmetros de esferas geode´sicas em M¯(k¯), tal que o conjunto de centros das esferas
geode´sicas e´ uma hipersuperf´ıcie de M¯(k¯) e o raio das esferas geode´sicas e´ uma func¸a˜o
diferencia´vel definida na hipersuperf´ıcie.
(ii) Uma involuta de uma congrueˆncia de esferas geode´sicas e´ uma subvariedade
n−dimensional M de M¯(k¯), tal que cada ponto de M e´ tangente a uma esfera geode´sica
da congrueˆncia de esferas geode´sicas.
(iii) Sejam M e M˜ hipersuperf´ıcies em M¯(k¯). Dizemos que M e M˜ esta˜o associadas
por uma congrueˆncia de esferas geode´sicas, se existe um difeomorfismo l : M → M˜
tal que, nos pontos correspondentes p e l(p), M e M˜ sa˜o tangentes a` mesma esfera
geode´sica da congrueˆncia de esferas geode´sicas.
Um caso especial importante do item (iii) e´ quando dl aplica n campos vetoriais
ortonormais principais de M em n campos vetoriais ortogonais principais de M˜ .
Definic¸a˜o 1.2. Seja M uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1. Su-
ponha que existam n campos vetoriais principais ortonormais e1, ..., en definidos em
M . Uma hipersuperf´ıcie orienta´vel M˜ ⊂ M¯n+1(k¯) esta´ associada a M por uma trans-
formac¸a˜o de Ribaucour l, com respeito a e1, ..., en, se existem uma func¸a˜o diferencia´vel
h : M → R e um difeomorfismo l : M → M˜ e campos vetoriais normais unita´rios N e
N˜ de M e M˜ , respectivamente, tais que
(a) expph(p)N(p) = expl(p)h(p)N˜(l(p)), para todo p ∈M ;
15
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e´ uma subvariedade n−dimensional
de M¯n+1(k¯);
(c) dl(ei), i = 1, ..., n, sa˜o direc¸o˜es principais ortogonais em M˜ .
Observac¸a˜o 1.2. A condic¸a˜o a) da definic¸a˜o acima, equivale a dizer que
p+ h(p)N(p) = l(p) + h(p)N˜(l(p)), ∀p ∈M, se k¯ = 0,
p+ tg(h(p))N(p) = l(p) + tg(h(p))N˜(l(p)), ∀p ∈M, se k¯ = 1,
p+ tgh(h(p))N(p) = l(p) + tgh(h(p))N˜(l(p)), ∀p ∈M, se k¯ = −1,
Observac¸a˜o 1.3. A transformac¸a˜o de Ribaucour acima e´ invers´ıvel no sentido que
existem n campos vetoriais principais ortonormais e˜1, ..., e˜n definidos em M˜ , tal que M
esta´ associada a M˜ com respeito a e˜1, ..., e˜n.
Podemos considerar uma definic¸a˜o local.
Definic¸a˜o 1.3. Seja M uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em M¯(k¯), k = 0,±1. Su-
ponha que existam n campos vetoriais principais ortonormais e1, ..., en definidos em
M . Dizemos que uma hipersuperf´ıcie M˜ ⊂ M¯(k¯) esta´ localmente associada a M por
uma transformac¸a˜o de Ribaucour l, com respeito a e1, ..., en, se para qualquer q˜ ∈ M˜ ,
existem uma vizinhanc¸a V˜ de q˜ em M˜ e um subconjunto aberto V ⊂ M tal que V˜
esta´ localmente associada a V por uma transformac¸a˜o de Ribaucour l, com respeito a
e1, ..., en.
Teorema 1.1. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1, pa-
rametrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, onde ai = |Y,i|,
1 ≤ i ≤ n, ei = Y,i
ai
direc¸o˜es principais, −λi curvaturas principais correspondentes e
N um campo de vetores unita´rios normais a M . Uma hipersuperf´ıcie M˜n ⊂ M¯(k¯)
esta´ localmente associada a M por uma transformac¸a˜o de Ribaucour l, com respeito a
e1, ..., en se, e somente se, existem func¸o˜es diferencia´veis W,Ω,Ωi : V ⊂ U → R que












WS(W + λiΩ)(S − ΩTi) 6= 0, (1.16)



















2 + k¯Ω2. (1.18)
Neste caso, o campo normal unita´rio a M˜ e´ dado por





Ωkek −WN + k¯ΩX
)
. (1.19)
Observac¸a˜o 1.4. A demonstrac¸a˜o do teorema acima pode ser encontrada em [5] e em
[24].
Observac¸a˜o 1.5. Nas hipo´teses do teorema acima, considerando M e M˜ localmente
associadas por uma transformac¸a˜o de Ribaucour l, com respeito a e1, ..., en, dizemos
tambe´m que M˜ esta´ localmente associada a M por uma transformac¸a˜o de Ribaucour
lY de Y , ou que Y˜ dada por (1.17) e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour lY de Y .
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Teorema 1.2. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie em M¯n+1(k¯) parametrizada por linhas de
curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, onde ai = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, ei = Y,i
ai
direc¸o˜es
principais, −λi curvaturas principais correspondentes. Considere M˜n ⊂ M¯(k¯) uma
hipersuperf´ıcie, localmente associada a M por uma transformac¸a˜o de Ribaucour lY de
Y . Enta˜o, os coeficientes da primeira forma fundamental e as curvaturas principais de




ai e λ˜i =
WTi + λiS
S − ΩTi , (1.20)










Ωk −Wλi + k¯Ω
}
. (1.21)




Transformac¸a˜o de Ribaucour e
Projec¸a˜o Estereogra´fica
Neste cap´ıtulo, provamos os dois resultados principais deste trabalho. Conside-
ramos uma hipersuperf´ıcie orienta´vel Mn ⊂ Rn+1 e a hipersuperf´ıcie da esfera Sn+1
(respectivamente do espac¸o hiperbo´lico Hn+1) pi−1
k¯
(M), obtida pela aplicac¸a˜o inversa
da projec¸a˜o estereogra´fica quando k¯ = 1 (respectivamente projec¸a˜o estereogra´fica hi-
perbo´lica quando k¯ = −1). No primeiro teorema (Teorema 2.1), a partir das trans-
formac¸o˜es de Ribaucour de M em Rn+1, fornecemos transformac¸o˜es de Ribaucour para
pi−1
k¯
(M) em M¯n+1(k¯). Em seguida, estudamos a comutatividade da transformac¸a˜o
de Ribaucour com a projec¸a˜o estereogra´fica, provando no segundo teorema (Teorema
2.2) que as transformac¸o˜es de Ribaucour dadas no primeiro teorema comutam com
a projec¸a˜o estereogra´fica. Esses teoremas mostram que existem transformac¸o˜es de
Ribaucour de M e pi−1
k¯
(M) que comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica.
2.1 Projec¸a˜o Estereogra´fica e Projec¸a˜o Estereogra´fica
Hiperbo´lica
Nesta sec¸a˜o estudamos as aplicac¸o˜es inversas pi−1
k¯
da projec¸a˜o estereogra´fica, quando
k¯ = 1 e da projec¸a˜o estereogra´fica hiperbo´lica, quando k¯ = −1. Consideramos uma
hipersuperf´ıcie Mn ⊂ Rn+1 e descrevemos as primeira e segunda formas fundamentais
19
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de pi−1
k¯
(M) ⊂ M¯n+1(k¯), em termos das primeira e segunda formas fundamentais de M .
A partir desta sec¸a˜o vamos considerar parametrizac¸o˜es de va´rias hipersuperf´ıcies
simultaneamente. Para tanto, vamos introduzir a notac¸a˜o aYi , −λYi , NY , aXi , −λXi ,
NX , com ı´ndice superior Y ou X, para denotar a primeira forma fundamental, as
curvaturas principais e o campo normal das hipersuperf´ıcies parametrizadas por Y ou
X respectivamente.
Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf´ıcie orienta´vel parametrizada por linhas de cur-
vatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, com aYi = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, −λYi curvaturas
principais e NY um campo de vetores unita´rios normais a M . Considere pik¯, k¯ = ±1,
a projec¸a˜o estereogra´fica quando k¯ = 1 e a projec¸a˜o estereogra´fica hiperbo´lica quando
k¯ = −1. Seja X = pi−1
k¯
◦ Y : U ⊂ Rn → M¯n+1(k¯), k¯ = ±1. Nosso objetivo nesta sec¸a˜o
e´ descrever aXi e λ
X





Considere a seguinte notac¸a˜o
〈, 〉k¯ , k¯ = ±1,
que representa o produto interno euclidiano, quando k¯ = 1 e o produto interno hi-




xiyi + k¯xn+2yn+2. (2.1)
Lema 2.1. Considere a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica, quando k¯ = 1 e





Rn+1 → Sn+1 , se k¯ = 1,
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onde ξn+2 = (~0, 1), com ~0 ∈ Rn+1. Ale´m disso,
(i) a aplicac¸a˜o pi−1
k¯
e´ conforme com fator de conformidade
γ :
{
Rn+1 → R , se k¯ = 1
Rn+1 \ Sn(1)→ R , se k¯ = −1 , onde γ(y) =
2
1 + k¯|y|2 . (2.3)




{−k¯ 〈y, u〉 pi−1
k¯
(y) + u+ 〈y, u〉 ξn+2
}
. (2.4)








Enta˜o, para todo u ∈ TyRn+1, temos
dΓy(u) = −k¯Γ2(y) 〈y, u〉 e dfy(u) = u+ 〈y, u〉 ξn+2.
Como pi−1
k¯
(y) = Γ(y)f(y), obtemos
d(pi−1
k¯
)y(u) = dΓy(u)f(y) + Γ(y)dfy(u)







+ Γ(y) (u+ 〈y, u〉 ξn+2)
= Γ(y)
(−k¯ 〈y, u〉 pi−1
k¯
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〈y, u〉 〈y, v〉 k¯ − Γ(y)k¯ 〈y, u〉
(






































e´ uma aplicac¸a˜o conforme e seu fator de conformidade e´ γ(y) =
2
1 + k¯|y|2 .
(ii) Segue diretamente do fato que γ(y) = Γ(y) e da expressa˜o de d(pi−1
k¯
)y(u), ob-
tida anteriormente, concluindo a demonstrac¸a˜o.
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Observac¸a˜o 2.1. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em Rn+1, parametrizada por
linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn →Mn. ConsidereX = pi−1
k¯
◦Y : U ⊂ Rn →
M¯n+1(k¯), onde pi−1
k¯
e´ dada em (2.2). A partir de agora, quando k¯ = −1 consideraremos
apenas os pontos de Mn onde a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica hiperbo´lica
pi−1−1 esta´ definida, isto e´, os pontos de M
n tais que |Y (u)| 6= 1. Neste caso, X = pi−1−1 ◦Y
podera´ ter duas componentes conexas, X(u) ∈ Hn+1+ , se |Y (u)| < 1 e X(u) ∈ Hn+1− , se
|Y (u)| > 1, onde
Hn+1+ = {x = (x1, ..., xn+2) ∈ Hn+1;xn+2 > 0}, Hn+1− = {x ∈ Hn+1;xn+2 < 0}. (2.5)
Lema 2.2. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em Rn+1, parametrizada por linhas
de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, com aYi = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, −λYi
curvaturas principais e NY um campo de vetores unita´rios normais a M . Considere
a aplicac¸a˜o pi−1
k¯
, dada em (2.2), cujo fator de conformidade e´ γ, dado em (2.3). Seja
X = pi−1
k¯
◦ Y : U ⊂ Rn → M¯n+1(k¯), k¯ = ±1 e defina
γY (u) =
2
1 + k¯|Y (u)|2 , u = (u1, ..., un) ∈ U. (2.6)
onde u ∈ U , se k¯ = 1 e u ∈ U com |Y (u)| 6= 1, se k¯ = −1. Enta˜o







e´ um campo vetorial unita´rio, normal a` imersa˜o X.
Demonstrac¸a˜o: (i) Como X = pi−1
k¯
◦ Y , temos que X,i = d(pi−1k¯ )y(Y,i). Ale´m













= (γY )2 〈Y,i, Y,j〉
= (γY )2(aYi )
2δij.
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= 1. Como a
aplicac¸a˜o pi−1
k¯











































































= −k¯ 〈Y,NY 〉 〈X,X〉k¯ + γY 〈NY + 〈Y,NY 〉 ξn+2, Y + |Y |2 − k¯2 ξn+2
〉
k¯
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Na u´ltima igualdade, usamos o fato que γY e´ dado por (2.6). Finalizando a demons-
trac¸a˜o.
Finalizamos esta sec¸a˜o com o pro´ximo teorema, que caracteriza as primeira e se-
gunda formas fundamentais da inversa da projec¸a˜o estereogra´fica pi−1
k¯
aplicada a uma
hipersuperf´ıcie, em func¸a˜o das primeira e segunda formas fundamentais de tal hiper-
superf´ıcie.
Proposic¸a˜o 2.1. Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf´ıcie orienta´vel parametrizada por
linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, com aYi = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, −λYi
curvatura principais e NY um campo de vetores unita´rios normais a M . Considere
a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica pi−1
k¯
, k¯ = ±1, dada em (2.2) . Sejam
X = pi−1
k¯
◦ Y : U ⊂ Rn → M¯n+1(k¯), k¯ = ±1 e γY dada por (2.6). Enta˜o, as primeira
e segunda formas fundamentais da imersa˜o X sa˜o dadas, respectivamente, por:





− k¯ 〈Y,NY 〉.











(ii) Pelo Lema 2.1 (ii) temos
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{−k¯ 〈Y, Y,i〉X + Y,i + 〈Y, Y,i〉 ξn+2} .
Por outro lado, pelos Lemas 2.2 (ii) e 2.1 (ii),
NX = −k¯ 〈Y,NY 〉X +NY + 〈Y,NY 〉 ξn+2.





X − k¯ 〈Y,NY 〉X,i +NY,i + 〈Y,NY,i 〉 ξn+2










− 〈Y,NY 〉 .
Concluindo a demonstrac¸a˜o.
2.2 Comutatividade
Nesta sec¸a˜o, estudamos a transformac¸a˜o de Ribaucour de hipersuperf´ıcies para-
metrizadas em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1. Caracterizamos uma tranformac¸a˜o de Ribaucour
26
Cap´ıtulo 2. Transformac¸a˜o de Ribaucour e Projec¸a˜o Estereogra´fica
em M¯n+1(k¯), em termos de uma transformac¸a˜o de Ribaucour em Rn+1. Em seguida,
demonstramos o teorema de comutatividade da transformac¸a˜o de Ribaucour com a
projec¸a˜o estereogra´fica.
Iniciamos com um lema que sera´ necessa´rio para a demonstrac¸a˜o dos resultados
principais desta sec¸a˜o.
Lema 2.3. Seja Y : U ⊂ Rn → Rn+1 uma hipersuperf´ıcie parametrizada por linhas de
curvatura ortogonais em Rn+1, onde ai = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, ei = Y,i
ai
direc¸o˜es principais,
−λi curvaturas principais correspondentes e N um campo de vetores unita´rios normais




























〈Y, Y,k〉Ωk −W 〈Y,N〉 − Ω
}
. (2.7)
Considere k¯ = ±1 e defina as func¸o˜es

Ω¯ = γY Ω,
W¯ = W + k¯γY 〈Y,N〉Ω,













− k¯ 〈Y,N〉 e a¯i = γY ai,
onde a func¸a˜o γY e´ dada por (2.6). Sejam
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Ω¯k − W¯ λ¯i + k¯Ω¯
}
.
Enta˜o, seguem as seguintes relac¸o˜es alge´bricas:




Ti − k¯AY S;
iii) S¯ − Ω¯T¯i = S − ΩTi;
iv) W¯ + λ¯iΩ¯ = W + λiΩ.



























































+ 〈Y,N〉2 (γY Ω)2 + 2W 〈Y,N〉 k¯γY Ω + k¯ (γY Ω)2 .
O que implica
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Ωk − k¯W 〈Y,N〉 − k¯Ω
}
.
Pore´m, sabendo que γY =
2






= k¯ 〈Y, Y,i〉 . (2.9)
Usando este fato, o Lema 1.1 (iii) e a definic¸a˜o de AY dada por (2.7), segue o desejado.

























































































































Na u´ltima igualdade, usamos o Lema 1.1 (ii) e a definic¸a˜o de AY .
A demonstrac¸a˜o de iii) e iv) segue diretamente da definic¸a˜o (2.8) e das relac¸o˜es i)
e ii).
O teorema a seguir, fornece func¸o˜es diferencia´veis que satisfazem o sistema de Ri-
baucour para hipersuperf´ıcies na esfera e no espac¸o hiperbo´lico, a partir de func¸o˜es
que satisfazem tal sistema para hipersuperf´ıcies no espac¸o euclidiano. Mais especifica-
mente, considere Y : U ⊂ Rn → Rn+1 uma hipersuperf´ıcie parametrizada em Rn+1 e
seja X = pi−1
k¯
◦ Y uma hipersuperf´ıcie parametrizada em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, o teorema
nos fornece transformac¸o˜es de Ribaucour lX de X em M¯n+1(k¯), a partir das trans-
formac¸o˜es de Ribaucour lY de Y em Rn+1.
Y˜ (U) ⊂ Rn+1 X˜(U) ⊂ M¯n+1(k¯)
?
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Teorema 2.1. Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf´ıcie orienta´vel, parametrizada por li-
nhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn →Mn, onde aYi = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, ei =
Y,i
aYi
direc¸o˜es principais, −λYi curvaturas principais correspondentes e NY um campo de ve-
tores unita´rios normais a M . Suponha M˜n ⊂ Rn+1 uma hipersuperf´ıcie, localmente
associada a M por uma transformac¸a˜o de Ribaucour, onde ΩY ,W Y ,ΩYi : V ⊂ U → R
sa˜o func¸o˜es diferencia´veis satisfazendo o sistema de Ribaucour (1.15) e a condic¸a˜o
(1.16) para a imersa˜o Y . Considere a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica pi−1
k¯
,
k¯ = ±1, dada em (2.2). Sejam X = pi−1
k¯
◦ Y : U ⊂ Rn → M¯n+1(k¯) e γY , dada por
(2.6). Considere AY definida por (2.7) e
V¯ =
{
(u1, ..., un) ∈ V/
(






1− k¯γY ΩYAY ) 6= 0} . (2.10)


















onde as func¸o˜es diferencia´veis ΩX ,WX ,ΩXi : V¯ ⊂ Rn → R sa˜o definidas por

ΩX = γY ΩY ,





















2 + (WX)2 + k¯(ΩX)2.
Enta˜o, X˜ e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema 1.1, devemos mostrar que as func¸o˜es definidas em
(2.12) satisfazem o sistema de Ribaucour (1.15) e a condic¸a˜o (1.16) para a imersa˜o X.
Por hipo´tese, ΩY , W Y e ΩYi , satisfazem o sistema de Ribaucour (1.15) para a
imersa˜o Y , enta˜o derivando ΩX com respeito a` varia´vel ui e usando a Proposic¸a˜o 2.1(i)
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Derivando WX com respeito a` varia´vel ui e usando a Proposic¸a˜o 2.1 novamente, temos

























= −λXi aXi ΩXi .
Na u´ltima igualdade usamos a equac¸a˜o (2.13). Por fim, derivando ΩXi com respeito a`














































































































































































































Onde na penu´ltima igualdade usamos (2.9) e na u´ltima, usamos o item i) do Lema
1.1. Voltando em (2.14), conclu´ımos que as func¸o˜es definidas em (2.12) satisfazem o
sistema de Ribaucour (1.15) para a imersa˜o X.
Ainda falta mostrar que tais func¸o˜es satisfazem a equac¸a˜o (1.16) para a imersa˜o X,
isto e´,
WXSX(WX + λXi Ω
X)(SX − ΩXTXi ) 6= 0 em V¯ .
Pelo Lema 2.3,
SX = SY (1− k¯γY ΩYAY ),
SX − λXi ΩX = SY − λYi ΩY ,
WX + λXi Ω
X = W Y + λYi Ω
Y .
Observe que, como ΩY ,ΩYi e W
Y satisfazem a condic¸a˜o (1.16) em V e
V¯ =
{
(u1, ..., un) ∈ V/
(






1− k¯γY ΩYAY ) 6= 0} ⊂ V,
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segue de (2.12) que ΩX ,ΩXi e W
X satisfazem a condic¸a˜o (1.16) em V¯ . Concluindo
a demonstrac¸a˜o do teorema.
No pro´ximo teorema vamos considerar a propriedade de comutatividade da trans-
formac¸a˜o de Ribaucour em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, com a projec¸a˜o estereogra´fica.
Teorema 2.2. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie orienta´vel em Rn+1, parametrizada por
linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn →Mn, com aYi = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, ei =
Y,i
aYi
direc¸o˜es principais, −λYi curvaturas principais correspondentes e NY um campo de ve-
tores unita´rios normais a M . Considere M˜ ⊂ Rn+1 localmente associada a M por uma
transformac¸a˜o de Ribaucour lY de Y e seja Y˜ a parametrizac¸a˜o de M˜ dada em (1.17),
onde as func¸o˜es diferencia´veis ΩY ,W Y ,ΩYi satisfazem o sistema de Ribaucour (1.15) e
a condic¸a˜o (1.16) para a imersa˜o Y . Seja X = pi−1
k¯
◦Y , k¯ = ±1, onde pi−1
k¯
e´ a aplicac¸a˜o
inversa da projec¸a˜o estereogra´fica dada em (2.2). Enta˜o existe uma transformac¸a˜o de
Ribaucour lX de X tal que
(pi−1
k¯
◦ lY )(Y ) = (lX ◦ pi−1
k¯
)(Y ).
Demonstrac¸a˜o: Sendo X = pi−1
k¯
◦ Y , com γY = 2
1 + k¯|Y |2 , considere X˜ definida
em (2.11), onde as func¸o˜es ΩX ,ΩXi e W
X sa˜o dadas em (2.12). Desta forma, o Teorema
2.1 nos garante que X˜ e´ localmente uma transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X.
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onde o fator de conformidade e´ γY˜ =
2
1 + k¯|Y˜ |2 .
Para provar o teorema, e´ preciso mostrar que as primeiras e segundas formas fun-
damentais de Z e X˜ coincidem, isto e´, devemos mostrar que aX˜i = a
Z





Primeiro vamos obter uma relac¸a˜o entre γY e γY˜ .
Sabemos que a imersa˜o Y˜ e´ dada por (1.17) onde M˜ ⊂ Rn+1, enta˜o















2 + (W Y )2, temos












= |Y |2 − 2ΩYAY ,




1 + k¯|Y˜ |2
2
=







O que implica que
γY˜ =
γY
1− k¯γY ΩYAY . (2.16)
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Agora observe que, como X˜ e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X e Y˜ e´ uma




aXi , e a
Y˜
i =
SY − ΩY T Yi
SY
aYi .
Por outro lado, sabemos que X = pi−1
k¯
◦Y e Z = pi−1
k¯
◦ Y˜ , enta˜o, pela Proposic¸a˜o 2.1(i)
segue que
aXi = γ
































SY − ΩY T Yi
,








Y˜ , N Y˜
〉
.
Por outro lado, sabemos pela equac¸a˜o (1.19) que
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Enta˜o, considerando o produto interno de N Y˜ com Y˜ , dado em (2.15) e usando (2.7),
obtemos
〈

















SY − ΩY T Yi
(















− k¯ 〈Y,NY 〉)SY (1− k¯γY ΩYAY )
=
1
SY − ΩY T Yi
{











SY − ΩY T Yi
(
SY − ΩY T Yi
)
=




SY − ΩY T Yi
1
γY˜






Y˜ , N Y˜
〉
= λZi .
Concluindo assim, a demonstrac¸a˜o do teorema.
Observac¸a˜o 2.2. Dada uma hipersuperf´ıcie Mn ⊂ Rn+1 e a inversa de sua projec¸a˜o
estereogra´fica pi−1
k¯
(M) em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, as transformac¸o˜es de Ribaucour de M e de
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pi−1
k¯
(M) fornecem famı´lias de hipersuperf´ıcies associadas. O teorema de comutatividade
(Teorema 2.2) prova que estas famı´lias comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica, isto
e´, dada uma hipersuperf´ıcie da famı´lia associada a M , existe uma hipersuperf´ıcie da
famı´lia associada a pi−1
k¯
(M) que comuta com a projec¸a˜o estereogra´fica. Isto na˜o ocorre
se considerarmos quaisquer hipersuperf´ıcies das duas famı´lias. Este fato sera´ mostrado
atrave´s de um exemplo no cap´ıtulo 4.
Antes de finalizar esta sec¸a˜o veremos que, de modo ana´logo ao que foi feito neste
cap´ıtulo, a partir das transformac¸o˜es de Ribaucour de hipersuperf´ıcies em M¯n+1(k¯),
k¯ = ±1, podemos obter as transformac¸o˜es de Ribaucour de hipersuperf´ıcies em Rn+1,
como detalhamos na observac¸a˜o a seguir.
Observac¸a˜o 2.3. Considere X : U ⊂ Rn → M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, uma hipersuperf´ıcie
em M¯n+1(k¯) e seja Y = pik¯ ◦X uma hipersuperf´ıcie parametrizada em Rn+1, onde pik¯ e´
a projec¸a˜o estereogra´fica quando k¯ = 1 (ou projec¸a˜o estereogra´fica hiperbo´lica quando
k¯ = −1).



















onde ΩX ,WX ,ΩXi sa˜o func¸o˜es diferencia´veis satisfazendo o sistema de Ribaucour (1.15)
e a condic¸a˜o (1.16) para a imersa˜o X. Seja Y˜ uma hipersuperf´ıcie parametrizada em
Rn+1, dada por (1.17), isto e´,











onde ΩY ,W Y ,ΩYi sa˜o func¸o˜es diferencia´veis dadas por
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
ΩY = γXΩX ,




















, {ξi}n+2i=1 e´ a base canoˆnica
do Rn+2 e o produto interno 〈, 〉k¯ e´ dado por (2.1). Enta˜o Y˜ e´ uma transformac¸a˜o de
Ribaucour lY de Y .
Ale´m disso, vale o teorema de comutatividade para estas transformac¸o˜es de Ribau-
cour, lX e lY , com a projec¸a˜o estereogra´fica, ou seja,
(pik¯ ◦ lX)(X) = (lY ◦ pik¯)(X).





Neste cap´ıtulo, estudamos hipersuperf´ıcies de Dupin em formas espaciais, para-
metrizadas por linhas de curvatura ortogonais. Fornecemos condic¸o˜es necessa´rias e
suficientes para que a transformac¸a˜o de Ribaucour leve hipersuperf´ıcie de Dupin em hi-
persuperf´ıcie de Dupin, estendendo o resultado obtido no espac¸o euclidiano, por Corro,
Ferreira e Tenenblat, em [5]. Ale´m disso, provamos um resultado ana´logo ao Teorema
2.2, restrito a`s hipersuperf´ıcies de Dupin, isto e´, obtemos um teorema de existeˆncia
de transformac¸o˜es de Ribaucour para hipersuperf´ıcies de Dupin que comutam com a
projec¸a˜o estereogra´fica.
3.1 Transformac¸a˜o de Ribaucour entre Hipersuperf´ıcies
de Dupin
Nesta sec¸a˜o, fornecemos a definic¸a˜o de hipersuperf´ıcie de Dupin em M¯(k¯), k¯ =
0,±1, em seguida caracterizamos uma transformac¸a˜o de Ribaucour que leva hipersu-
perf´ıcies de Dupin em hipersuperf´ıcies de Dupin em M¯(k¯), estendendo assim, o re-
sultado contido em [5]. Observamos que transformac¸o˜es de Ribaucour na˜o sa˜o trans-
formac¸o˜es de Lie, portanto as hipersuperf´ıcies de Dupin obtidas por tais transformac¸o˜es
na˜o sa˜o Lie equivalentes (ver [5]).
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Definic¸a˜o 3.1. Seja Mn ⊂ M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1. Dizemos que Mn e´ uma hipersu-
perf´ıcie de Dupin se suas curvaturas principais sa˜o constantes ao longo de suas linhas
de curvatura correspondentes.
Observac¸a˜o 3.1. Se Mn ⊂ M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1, e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin,
parametrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn →Mn, onde ai = |Y,i|,
1 ≤ i ≤ n, ei = Y,i
ai
direc¸o˜es principais, −λi curvaturas principais correspondentes,
enta˜o
λi,i = 0,
para cada 1 ≤ i ≤ n.
Teorema 3.1. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie de Dupin em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1, ori-
enta´vel, parametrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U ⊂ Rn → Mn, com
ai = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, ei = Y,i
ai
direc¸o˜es principais, −λi curvaturas principais corres-
pondentes e N um campo de vetores unita´rios normais a M . Considere M˜ localmente
associada a M por uma transformac¸a˜o de Ribaucour lY de Y . Enta˜o M˜ e´ uma hipersu-
perf´ıcie de Dupin se, e somente se, as func¸o˜es Ωi,Ω e W dadas em (1.15), satisfazem
a seguinte condic¸a˜o adicional para cada 1 ≤ i ≤ n,
Ti,i = 0, (3.1)
onde Ti e´ dada por (1.21).





Derivando tal expressa˜o em relac¸a˜o a` varia´vel ui, para cada 1 ≤ i ≤ n e sabendo que
Ω,Ωi e W sa˜o func¸o˜es que satisfazem (1.15), temos
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S,i = aiΩiTi. (3.2)
Logo, derivando a expressa˜o da curvatura principal de Y˜ , dada por (1.20), usando
(1.15), (3.2) e a hipo´tese que M e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin, temos
λ˜i,i =
(W,iTi +WTi,i + λiS,i) (S − ΩTi)− (WTi + λiS) (S,i − Ω,iTi − ΩTi,i)
(S − ΩTi)2
=
(S − ΩTi)WTi,i + (WTi + λiS) ΩTi,i
(S − ΩTi)2
=
S (W + λiΩ)Ti,i
(S − ΩTi)2
.
Pela Observac¸a˜o 3.1, M˜ e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin se, e somente se, λ˜i,i = 0.
Ale´m disso, pelo Teorema 1.1, S (W + λiΩ) 6= 0. Logo M˜ e´ uma hipersuperf´ıcie de
Dupin se, e somente se, Ti,i = 0, concluindo a demonstrac¸a˜o do teorema.
Observac¸a˜o 3.2. Se Mn ⊂ M¯(k¯) e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin, denotaremos por lD
uma transformac¸a˜o de Ribaucour de M que satisfaz (3.1), isto e´, uma transformac¸a˜o
de Ribaucour que preserva a propriedade de ser Dupin.
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3.2 Comutatividade restrita a hipersuperf´ıcies de
Dupin
Nesta sec¸a˜o demonstramos um teorema sobre a comutatividade da transformac¸a˜o
de Ribaucour com a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica, restrito a`s hipersu-
perf´ıcies de Dupin.
Teorema 3.2. Seja Mn uma hipersuperf´ıcie de Dupin orienta´vel em Rn+1, parametri-




direc¸o˜es principais, −λYi curvaturas principais correspondentes e NY um
campo de vetores unita´rios normais a M . Suponha que exista uma transformac¸a˜o de
Ribaucour lD de Y tal que as func¸o˜es diferencia´veis Ω
Y ,W Y ,ΩYi : V ⊂ U → R sa-
tisfac¸am o sistema de Ribaucour (1.15) e a equac¸a˜o (1.16) para a imersa˜o Y . Seja
X = pi−1
k¯
◦ Y , a hipersuperf´ıcie de Dupin em M¯(k¯), k¯ = ±1, obtida pela aplicac¸a˜o in-
versa da projec¸a˜o estereogra´fica pi−1
k¯
, dada em (2.2). Enta˜o existe uma transformac¸a˜o
de Ribaucour lXD de X tal que
(pi−1
k¯
◦ lYD)(Y ) = (lXD ◦ pi−1k¯ )(Y ).
Demonstrac¸a˜o: Sabemos pelo Teorema 2.2, que existe uma transformac¸a˜o de Ri-


















onde ΩX , ΩXk e W
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Enta˜o, a demonstrac¸a˜o do Teorema 3.2 se reduz a mostrar que lX satisfaz a equac¸a˜o




− k¯AY SY .
Por hipo´tese, T Yi,i = 0. Logo, derivando a expressa˜o acima em relac¸a˜o a varia´vel ui, e
usando (2.9), temos que,
TXi,i = k¯
(〈Y, Y,i〉T Yi − (AY SY ),i) . (3.4)
Pore´m, de (2.7) segue que










Derivando a expressa˜o acima , com respeito a` varia´vel ui, obtemos


























〈Y, Y,i〉ΩYi,i −W Y,i
〈
Y,NY
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Na u´ltima igualdade usamos a definic¸a˜o de T Yi dada em (1.21) e o Lema 1.1(ii).



































Na u´ltima igualdade usamos o Lema 1.1(i). Concluindo a demonstrac¸a˜o do teorema.
Observac¸a˜o 3.3. Seja Y uma hipersuperf´ıcie parametrizada de Dupin em Rn+1, enta˜o
X = pi−1
k¯
◦Y , k¯ = ±1, e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin em M¯n+1(k¯), obtida pela inversa
da projec¸a˜o estereogra´fica. A demonstrac¸a˜o do Teorema 3.2 prova que, se Y˜ e´ uma
hipersuperf´ıcie de Dupin obtida a partir de Y por uma transformac¸a˜o de Ribaucour
que preserva a propriedade de ser Dupin, enta˜o a hipersuperf´ıcie X˜ obtida no Teorema





Neste cap´ıtulo, apresentamos duas aplicac¸o˜es dos resultados obtidos nos cap´ıtulos
anteriores. Estudamos as transformac¸o˜es de Ribaucour da esfera Mn ⊂ Rn+1 e de
um cone tridimensional em R4, cuja curvatura de Mo¨ebius e´ constante. O cone e´, a
menos de transformac¸o˜es de Mo¨ebius, a u´nica hipersuperf´ıcie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura em R4, cuja curvatura de Mo¨ebius e´ constante. Tal resultado
foi obtido por Riveros-Rodrigues-Tenenblat em [23]. Utilizando os Teoremas 1.1 e 1.2
obtidos por Corro-Ferreira-Tenenblat em [5] e por Tenenblat-Wang em [24], obtemos
as transformac¸o˜es de Ribaucour localmente associadas a` esfera e ao cone. Usamos
o Teorema 3.1 para caracterizar quais dessas transformac¸o˜es sa˜o hipersuperf´ıcies de
Dupin. Utilizamos os teoremas de comutatividade (Teoremas 2.2 e 3.2) para obter
as correspondentes hipersuperf´ıcies em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1. Obtemos novas famı´lias de
hipersuperf´ıcies de Dupin. Mostramos que, genericamente, as que sa˜o associadas a`
esfera na˜o teˆm curvatura de Lie constante e as que sa˜o associadas ao cone na˜o teˆm
curvatura de Mo¨ebius constante.
4.1 Transformac¸a˜o de Ribaucour aplicada a` esfera
em Rn+1
Nesta sec¸a˜o, vamos aplicar os resultados dos cap´ıtulos anteriores a` esfera Mn ⊂
Rn+1, parametrizada por linhas de curvatura ortogonais. Obtemos as transformac¸o˜es
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de Ribaucour localmente associadas a` esfera em Rn+1. Usamos o Teorema 3.1 para
caracterizar as transformac¸o˜es que sa˜o hipersuperf´ıcies de Dupin. Em seguida, utiliza-
mos os teoremas de comutatividade para construir as hipersuperf´ıcies correspondentes
em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1. Obtemos novas famı´lias de hipersuperf´ıcies de Dupin cujas cur-
vaturas de Lie sa˜o, genericamente, na˜o constantes. Conclu´ımos esta sec¸a˜o mostrando
atrave´s de um exemplo a seguinte observac¸a˜o: A famı´lia de hipersuperf´ıcies associadas
a M , por uma transformac¸a˜o de Ribaucour, comuta com a famı´lia associada a pi−1
k¯
(M)
(Teorema 2.2). Entretanto, nem toda hipersuperf´ıcie da primeira famı´lia comuta com
qualquer hipersuperf´ıcie da segunda.
O lema a seguir, sera´ demonstrado usando a teoria de equac¸o˜es diferenciais.
Lema 4.1. Considere hi : U ⊂ Rn → R, 1 ≤ i ≤ n, func¸o˜es diferencia´veis satisfazendo



























onde fi = fi(ui) sa˜o func¸o˜es diferencia´veis.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o do Lema 4.1 sera´ feita por induc¸a˜o. De (4.1)
para i = 1, usando (4.3), temos que







onde f1 = f1(u1). Substituindo a expressa˜o de h1 em (4.1), para i = 2, segue que








h1 = −senu2h1 = −senu2f ′1.
Logo,
h2 = − sinu2f1 + f ′2,















i , ∀i ≤ k − 1,
e vamos mostrar que tal igualdade tambe´m vale para i = k. De (4.1), para i = k,
temos que
hk,j = 0, para j > k e hk,j = −sinuk
bk−1
bjhj, para j < k. (4.4)








Integrando a expressa˜o acima, em relac¸a˜o a` varia´vel u1, segue que
hk = −sinuk
bk−1








sinu2b2f1 +H,2(u2, ..., ui)
Pore´m, em (4.4), para j = 2, temos
hk,2 = −sinuk
bk−1
b2(− sinu2f1 + f ′2).
Logo,
H(u2, ..., ui) = −sinuk
bk−1






blfl +H(u3, ..., ui).





blfl +H(uk−1, uk). (4.5)
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Pore´m, em (4.4), para j = k − 1, temos












H(uk−1, uk) = − sinukfk−1 + f ′k.








O lema seguinte nos fornece relac¸o˜es alge´bricas sobre as func¸o˜es bi definidas em
(4.3), que sera˜o utilizadas nos pro´ximos resultados.
Lema 4.2. Sejam bi, 1 ≤ i ≤ n, func¸o˜es dadas por (4.3), definidas no aberto U ⊂ Rn+1
dado por (4.2). Enta˜o seguem as seguintes identidades,
(i)







2 uj = b
2










, 1 ≤ i < n. (4.8)
Demonstrac¸a˜o: (i) Imediato.
(ii) A identidade (4.7) vale para i = 1. Por induc¸a˜o, suponha que (4.7) vale para






















Portanto a identidade (4.7), vale para 1 ≤ i ≤ n.




































Na u´ltima igualdade usamos (4.6), o que finaliza a demonstrac¸a˜o.
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O pro´ximo lema apresenta uma parametrizac¸a˜o por linhas de curvaturas ortogo-
nais da esfera em Rn+1 e fornece as primeira e segunda formas fundamentais de tal
parametrizac¸a˜o.
Lema 4.3. Seja Y : U ⊂ Rn → Rn+1 a parametrizac¸a˜o de uma hipersuperf´ıcie, dada
por










onde U e´ dado por (4.2), α2 + β2 = 1, 0 < α, β < 1, {ξi}n+1i=1 base canoˆnica de Rn+1
e bi, 1 ≤ i ≤ n, sa˜o dados por (4.3). Enta˜o, Y e´ uma parametrizac¸a˜o da esfera por









, 1 ≤ i ≤ n. (4.10)
Demonstrac¸a˜o: Inicialmente verificamos que Y e´ a parametrizac¸a˜o de uma es-
fera. De fato, segue de (4.3) e (4.7) que







Derivando Y em relac¸a˜o a` varia´vel ui, temos que
Y,1 =
α








bj,i sinujξj+1 + bi cosuiξi+1
}
, i ≥ 2.
Observe que bi,j = 0, para j ≤ i e bi,j = − sinuj
cosuj















, i ≥ 2.
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Usando (4.7), os fatos acima e considerando 1 < i < k, segue que




































b2i {senui cosui − cosuisenui} .
Logo,
〈Y,i, Y,k〉 = 0, i, k 6= 1, distintos.
Ale´m disso,











, k > 1.
Portanto, Y e´ uma parametrizac¸a˜o por curvas ortogonais.
Agora, observe que, para i 6= 1, temos




























onde usamos (4.6) e (4.7). Para i = 1,







Como aYi = |Y,i|, 1 ≤ i ≤ n, segue que
aYi =
α
1− β bi, 1 ≤ i ≤ n.
Para obter as curvaturas principais, como a imagem de Y descreve a esfera de raio
α
1− β com centro na origem, o vetor normal a Y pode ser dado por N
Y = − Y|Y | .




, enta˜o Y e´ uma hipersuperf´ıcie parametrizada por linhas de
curvatura ortogonais e NY,i = λ
Y




, 1 ≤ i ≤ n.
A proposic¸a˜o a seguir, nos fornece famı´lias de hipersuperf´ıcies em Rn+1, associadas
a` esfera por uma transformac¸a˜o de Ribaucour e tambe´m nos apresenta novas famı´lias
de hipersuperf´ıcies de Dupin em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1. Mais adiante, veremos que essas
hipersuperf´ıcies de Dupin teˆm curvaturas de Lie na˜o constantes.
Proposic¸a˜o 4.1. Seja Y : U ⊂ Rn → Rn+1 a parametrizac¸a˜o da esfera dada por
(4.9). Enta˜o, Y˜ e´ uma hipersuperf´ıcie parametrizada, localmente associada a Y por
uma transformac¸a˜o de Ribaucour lY se, e somente se, Y˜ e´ dada por




































◦Y , onde pi−1
k¯
e´ a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica, dada em (2.2),
e a transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X, dada por (3.3), onde
ΩX =
2α




X = − k¯(1 + β)− (1− β)












Enta˜o lX e lY comutam com a projec¸a˜o estereogra´fica, isto e´,
(pi−1
k¯




fi = Ai cosui +Bi sinui + Ci, i = 1, ..., n, (4.14)
onde Ai, Bi, Ci ∈ R, temos que Y˜ e´ de Dupin e e´ localmente associada a Y por uma
transformac¸a˜o de Ribaucour lYD e, existe uma transformac¸a˜o de Ribaucour l
X




◦ lYD)(Y ) = (lXD ◦ pi−1k¯ )(Y ).
Demonstrac¸a˜o: Sejam ΩY , ΩYi e W
Y : U ⊂ Rn → R, func¸o˜es satisfazendo o
sistema de Ribaucour (1.15), em relac¸a˜o a` imersa˜o Y , Como aYi e λ
Y













W Y,i = biΩ
Y
i . (4.17)





De (1.16), devemos ter W Y + λYi Ω
Y 6= 0, portanto c 6= 0. Como ΩYi , 1 ≤ i ≤ n,















Integrando tal expressa˜o em relac¸a˜o a` varia´vel u1, segue que
ΩY =
α
1− β b1f1 +G(u2, ..., un).
Agora, derivando a expressa˜o obtida, em relac¸a˜o a` varia´vel u2, obtemos
ΩY,2 = −
α
1− β b2 sinu2f1 +G,2(u2, ..., un).
Por outro lado, de (4.16), com i=2, temos
ΩY,2 =
α




G(u2, ..., un) =
α









blfl +G(u3, ..., un).







































Portanto, pelo Teorema 1.1 na pa´gina 17, conclu´ımos que Y˜ e´ uma transformac¸a˜o de
Ribaucour lY de Y , se e somente se, Y˜ e´ dada por (2.15), onde ΩY , W Y e ΩYi sa˜o
func¸o˜es dadas por (4.12) e fi sa˜o func¸o˜es diferencia´veis, 1 ≤ i ≤ n.
Consideremos a hipersuperf´ıcie em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, dada por X = pi−1
k¯
◦ Y . Va-




1− β , ja´





1− β + k¯(1 + β) .
De (2.12) obtemos ΩX , ΩXi e W
X dados por (4.13). Conclu´ımos do Teorema 2.1 da
pa´gina 31, que a hipersuperf´ıcie parametrizada X˜ dada por (3.3) e´ uma transformac¸a˜o
de Ribaucour lX de X. Ale´m disso, segue do Teorema 2.2 da pa´gina 34 que
(pi−1
k¯
◦ lY )(Y ) = (lX ◦ pi−1
k¯
)(Y ).
Para obtermos hipersuperf´ıcies de Dupin associadas a X, primeiro vamos encontrar as
hipersuperf´ıcies de Dupin associadas a Y . Consideremos a func¸a˜o T Yi para a hipersu-
perf´ıcie Y (U) ⊂ Rn+1 dada por (1.21), com k¯ = 0, isto e´





























onde usamos as expresso˜es (4.10). Segue do Teorema 3.1 da pa´gina 41, que Y˜ e´ uma
hipersuperf´ıcie de Dupin se, e somente se, a condic¸a˜o (3.1) e´ satisfeita, isto e´ T Yi,i = 0.

















































Na u´ltima igualdade usamos o fato que bi,k = − senuk
cosuk
bi, para k > i e a identidade (4.8).
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Desta forma, Y˜ e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin e e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour
lYD de Y .
Segue da Observac¸a˜o 3.3 da pa´gina 45, que X˜ e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour
lXD de X, de modo que
(pi−1
k¯
◦ lYD)(Y ) = (lXD ◦ pi−1k¯ )(Y ).
Observac¸a˜o 4.1. A proposic¸a˜o anterior nos fornece famı´lias de hipersuperf´ıcies de



















onde ΩX , ΩXi e W
X sa˜o dadas por (4.13).
Vamos mostrar tal fato atrave´s de um corola´rio, pore´m antes, vamos lembrar a
definic¸a˜o de curvatura de Lie de uma hipersuperf´ıcie.
Definic¸a˜o 4.1. Seja Mn ⊂ M¯(k¯), k¯ = 0,±1, com pelo menos quatro curvaturas prin-





λi − λl . (4.21)
Lema 4.4. Seja Y a hipersuperf´ıcie parametrizada por linhas de curvatura dada por
(4.9). Considere a transformac¸a˜o de Ribaucour lY de Y , dada por (4.11), onde ΩY ,
ΩYi e W
Y sa˜o dadas por (4.12), com as fi dadas por (4.14). As curvaturas principais
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de Y˜ sa˜o −λY˜i , 1 ≤ i ≤ n dadas por (1.20), isto e´
λY˜i =




SY − ΩT Yi
,
onde,











ΩYk −W Y λYi
}
.






onde Cs, As sa˜o os coeficientes da func¸a˜o fs e bs sa˜o dados por (4.3).
Demonstrac¸a˜o: Substituindo W Y e de λYi , obtidas por (4.12) e (4.10), na ex-






SY − ΩY T Yi
.
Portanto,
λY˜i − λY˜j =
cSY (T Yi − T Yj )
(SY − ΩY T Yi )(SY − ΩY T Yj )
. (4.23)
Como c 6= 0, SY 6= 0, temos que λY˜i − λY˜j 6= 0 se, e somente se, T Yi − T Yj 6= 0.






























































(b1f1 + ...+ bifi) +
sin2 ui+2
b2i+1















































































Na u´ltima igualdade usamos que a expressa˜o de ΩY e´ dada por (4.12). Derivando
ΩYi , dada em (4.12), com respeito a` varia´vel ui, tendo em vista que fi, 1 ≤ i ≤ n, sa˜o





































































Portanto, λY˜i − λY˜j 6= 0 se, e somente se, a condic¸a˜o (4.22) e´ satisfeita.
Corola´rio 4.1. Seja Y a parametrizac¸a˜o da esfera em Rn+1, dada por (4.9). Considere







i > j > k > l, quatro curvaturas principais de Y˜ distintas, isto e´, tal que a condic¸a˜o
(4.22) seja satisfeita para cada par de ı´ndices distintos. Considere X˜ = pi−1
k¯
◦ Y˜ ,




























Demonstrac¸a˜o: Como as curvaturas de Lie sa˜o invariantes por transformac¸o˜es
conformes, (veja [16]), a curvaturas de Lie das imerso˜es Y˜ e X˜ = pi−1
k¯
◦ Y˜ , k¯ = ±1, con-
sideradas na Proposic¸a˜o 4.1, sa˜o as mesmas. Portanto, vamos encontrar as curvaturas
de Lie de Y˜ .
Substituindo as diferenc¸as das curvaturas principais de Y˜ , dadas em (4.23), na ex-
pressa˜o da curvatura de Lie, dada por (4.21), obtemos
Ψijkl =
T Yi − T Yj
T Yk − T Yj
T Yk − T Yl
T Yi − T Yl
. (4.27)
Substituindo (4.25), com indices apropriados, na expressa˜o acima, conclu´ımos a de-
monstrac¸a˜o do corola´rio.
Observac¸a˜o 4.2. Como as curvaturas de Lie sa˜o dadas por (4.26), e bi, 1 ≤ i ≤ n,
sa˜o dados por (4.3), o corola´rio anterior fornece famı´lias de hipersuperf´ıcies de Dupin
em M¯n+1(k¯), k¯ = 0,±1, parametrizadas por linhas de curvatura, com curvaturas de
Lie na˜o constantes .
Observac¸a˜o 4.3. Seja Y ⊂ Rn+1 uma hipersuperf´ıcie parametrizada, X ⊂ M¯n+1(k¯),
k¯ = ±1, tal que X = pi−1
k¯
◦ Y . O teorema de comutatividade (Teorema 2.2) fornece
famı´lias associadas a Y e a X por uma transformac¸a˜o de Ribaucour que comutam com
a projec¸a˜o estereogra´fica. Isto na˜o ocorre se considerarmos quaisquer hipersuperf´ıcies
das duas famı´lias, como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.1. Considere Y e Y˜ , dadas por (4.9) e (4.11) respectivamente, com as
func¸o˜es fi, 1 ≤ i ≤ n, dadas por (4.14). Segue da Proposic¸a˜o 4.1 que X˜ e´ uma hiper-
superf´ıcie de Dupin. Seja X = pi−1
k¯
◦ Y , onde pi−1
k¯
e´ a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o


























X = − k¯(1 + β)− (1− β)










Enta˜o vamos provar que X˜ e´ uma hipersuperf´ıcie parametrizada, localmente associada
a X por uma transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X. Ale´m disso vamos verificar que,
neste caso, X˜ na˜o comuta com a projec¸a˜o estereogra´fica, provando que X˜ na˜o e´ uma
hipersuperf´ıcie de Dupin.
De fato, pela proposic¸a˜o acima, Y˜ e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour, lYD de Y .
Por outro lado, para que X˜ seja uma transformac¸a˜o de Ribaucour, lX de X, devemos
verificar que as func¸o˜es ΩX , WX e ΩXi , definidas acima, satisfazem o sistema (1.15)
para a imersa˜o X. Como X = pi−1
k¯
◦ Y , pela Proposic¸a˜o 2.1, as primeira e segunda
formas fundamentais da imersa˜o X sa˜o dadas por
aXi =
2α
k¯(1 + β) + (1− β)bi, λ
X
i =




























k¯(1 + β)− (1− β)






= − k¯(1 + β)− (1− β)
2α
ΩX,i
= −λXi aXi ΩXi ,
















































































ΩXk − λXi WX + k¯ΩX
)
=














+ − k¯(1 + β)− ((1− β))
2α
c.
Derivando tal expressa˜o com respeito a varia´vel ui, segue que
TXi,i =



























+ b2i − 1
]}
=
k¯(1 + β) + ((1− β))
αbi
.
Portanto a transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X, na˜o satisfaz a condic¸a˜o (3.1) e por-
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tanto X˜ na˜o e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin. Como Y˜ e´ Dupin, conclu´ımos enta˜o que,
neste caso, a projec¸a˜o estereogra´fica na˜o comuta com a transformac¸a˜o de Ribaucour.
4.2 Transformac¸a˜o de Ribaucour aplicada a um cone
em R4
Nesta sec¸a˜o, aplicamos a transformac¸a˜o de Ribaucour a um cone em R4, cuja cur-
vatura de Mo¨ebius e´ constante. Obtemos as transformac¸o˜es de Ribaucour localmente
associadas ao cone em R4. Usamos o Teorema 3.1, para caracterizar as transformac¸o˜es
que sa˜o hipersuperf´ıcies de Dupin. Em seguida, mostramos que estas novas hiper-
superf´ıcies de Dupin, genericamente, teˆm curvatura de Mo¨ebius na˜o constante. Os
teoremas de comutatividade dos cap´ıtulos anteriores fornecem as hipersuperf´ıcies cor-
respondentes em M¯4(k¯), k¯ = ±1.
Antes da pro´xima proposic¸a˜o, vamos relembrar a definic¸a˜o de curvatura de Mo¨bius
de uma hipersuperf´ıcie em M¯n+1(k¯), k¯ = ±1.
Definic¸a˜o 4.2. Seja Mn ⊂ M¯(k¯), k¯ = 0,±1, com pelo menos treˆs curvaturas principais
distintas, λi, λj e λk. Enta˜o as curvaturas de Mo¨bius de M sa˜o definidas por
Φijk =
λi − λj
λk − λj . (4.28)
A proposic¸a˜o seguinte aplica os Teoremas 2.2 e 3.2, das pa´ginas 34 e 43 respectiva-
mente, a um cone em R4, cuja curvatura de Mo¨bius (4.28) e´ constante.
Proposic¸a˜o 4.2. Considere o cone em R4, parametrizado por:
Y (u1, u2, u3) = u3 (α cosu1, α sinu1, β cosu2, β sinu2) ,
onde α2 + β2 = 1, α 6= 0, 1 e u3 > 0. Enta˜o a hipersuperf´ıcie parametrizada por linhas
de curvatura Y˜ , e´ localmente uma transformac¸a˜o de Ribaucour lY de Y , se, e somente
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se, Y˜ e´ dada por (1.17), isto e´














i , i = 1, 2 Ω
Y
3 = αf1 + βf2 + f
′
3, (4.30)
ΩY = αu3f1 + βu3f2 + f3, W
Y = βf1 − αf2 + c,
onde fi, 1 ≤ i ≤ 3, sa˜o func¸o˜es diferencia´veis. Considere X = pi−1k¯ ◦ Y , onde pi−1k¯ e´ a
aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o estereogra´fica, dada em (2.2). Enta˜o existe uma trans-
formac¸a˜o de Ribaucour lX de X tal que
(pi−1
k¯




fi = Ai cosui +Bi sinui + Ci, i = 1, 2, f3 = A3u
2
3 +B3u3 + C3, (4.31)
onde Ai, Bi, Ci ∈ R, temos que Y˜ e´ localmente associada a Y por uma transformac¸a˜o
de Ribaucour lYD e, existe uma transformac¸a˜o de Ribaucour l
X
D de X tal que
(pi−1
k¯
◦ lYD)(Y ) = (lXD ◦ pi−1k¯ )(Y ).
Observac¸a˜o 4.4. No caso em que k¯ = −1, pela Observac¸a˜o 2.1 da pa´gina 23, devemos
considerar os pontos do cone onde u3 6= 1, isto e´, onde a aplicac¸a˜o inversa da projec¸a˜o
estereogra´fica hiperbo´lica esta´ definida. Portanto X = pi−1
k¯
◦ Y tera´ uma componente
conexa em H4−, correspondendo a 0 < u3 < 1 e outra componente conexa em H
4
+,
correspondendo a u3 > 1.
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Demonstrac¸a˜o: Os coeficientes da primeira forma fundamental sa˜o dados por
aYi = |Y,i|, logo
aY1 = αu3, a
Y
2 = βu3, a
Y
3 = 1.
Considere NY = (−β cosu1,−β sinu1, α cosu2, α sinu2), o vetor normal unita´rio a










, λY3 = 0. (4.32)
Seja ΩY ,W Y ,ΩYi : R3 → R, func¸o˜es satisfazendo o sistema de Ribaucour (1.15), em










W Y,i = −λYi aYi ΩYi . (4.35)
De (4.33), para i = 1, 2, temos
















ΩY3 = αf1 + βf2 + f
′
3.









ΩY = αu3f1 + βu3f2 +G3,
onde G3 = G3(u3). Derivando a expressa˜o obtida e comparando com (4.34), para i = 3,
segue que G3 = f3. Logo,
ΩY = αu3f1 + βu3f2 + f3.
De (4.35), para i = 1, 2, 3, temos










W Y = βf1 − αf2 + c.
Portanto, pelo Teorema 1.1 da pa´gina 17, conclu´ımos que Y˜ e´ uma transformac¸a˜o de
Ribaucour lY de Y , se e somente se, Y˜ e´ dada por (4.29), onde ΩY , W Y e ΩYi sa˜o
func¸o˜es dadas por (4.30) e fi sa˜o func¸o˜es diferencia´veis, 1 ≤ i ≤ n.
Ale´m disso, considerando X = pi−1
k¯
◦ Y , onde pi−1
k¯
e´ a projec¸a˜o estereogra´fica, dada







Logo, pelo Teorema 2.1 da pa´gina 31, a hipersuperf´ıcie parametrizada X˜ dada por




(αu3f1 + βu3f2 + f3) , W
X = βf1 − αf2 + c
ΩXi = f
′
i , i = 1, 2, Ω
X
3 =
(1− k¯u23)(αf1 + βf2) + (1 + k¯u23)f ′3 − 2k¯u3f3
1 + k¯u23
,
e´ uma transformac¸a˜o de Ribaucour lX de X, de forma que
(pi−1
k¯
◦ l)(Y ) = (l ◦ pi−1
k¯
)(Y ).
Para obtermos hipersuperf´ıcies de Dupin associadas a X, primeiramente vamos en-
contrar as hipersuperf´ıcies de Dupin associadas a Y . Consideremos T Yi , 1 ≤ i ≤ 3,






















T Y3 = 2f
′′
3 . (4.37)
Segue do Teorema 3.1 da pa´gina 41, que Y˜ e´ uma hipersuperf´ıcie de Dupin se, e somente
se, a condic¸a˜o (3.1) e´ satisfeita, isto e´ T Yi,i = 0, o que equivale a`s func¸o˜es fi serem dadas
por (4.31).
Portanto, da Observac¸a˜o 3.3 da pa´gina 45, conclu´ımos que X˜ e´ uma transformac¸a˜o
de Ribaucour lD de X, de modo que
(pi−1
k¯
◦ lYD)(Y ) = (lXD ◦ pi−1k¯ )(Y ).
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No pro´ximo corola´rio, vamos provar que as curvaturas de Mo¨ebius das hipersu-
perf´ıcies Y˜ ⊂ Rn+1 e X˜ ⊂ M¯n+1(k¯), k¯ = ±1, obtidas na proposic¸a˜o anterior com fi
dadas por (4.31), na˜o sa˜o constantes.
Corola´rio 4.2. Seja Y˜ a hipersuperf´ıcie parametrizada por linhas de curvatura, dada
por (4.29), onde ΩY , ΩYi e W
Y sa˜o dadas por (4.30) e fi, dadas por (4.31). Considere
um aberto de R3, onde
(E − 2Df2)(E¯ + 2Df1) 6= 0,







k − C2k) + c2 +B23 − 4A3C3, A¯ := A− (B23 − 4A3C3), (4.38)
B := αB3 + C1 + βc, B¯ := βB3 + C2 − αc, D := B3 + αC1 + βC2, (4.39)
E := 2cB − βA, E¯ := 2cB¯ + αA, G := αD −B, G¯ := βD − B¯, (4.40)
onde Ai, Bi, Ci sa˜o os coeficientes de fi. Enta˜o as curvaturas de Mo¨bius de Y˜ , X˜ =
pi−1
k¯




(A¯αβu3 + 2f1u3G¯− 2B¯βf3)
(A¯αβu3 + 2f2u3G− 2Bαf3) , (4.41)
Demonstrac¸a˜o: Como as curvaturas de Mo¨ebius sa˜o invariantes por transformac¸o˜es
conformes, a curvatura de Mo¨bius das imerso˜es Y˜ , X˜ = pi−1
k¯
◦ Y˜ , k¯ = ±1, considera-
das na Proposic¸a˜o 4.2, sa˜o as mesmas. Portanto, vamos encontrar as curvaturas de
Mo¨ebius de Y˜ .




3 , as treˆs curvaturas principais de Y˜ . Como Y˜ e´ localmente








SY − ΩY T Yi
,
para i = 1, 2, 3. Enta˜o,
λY˜i − λY˜j =
SY
[
W Y (T Yi − T Yj ) + λYi (SY − ΩY T Yj )− λYj (SY − ΩY T Yi )
]
(SY − ΩY T Yi )(SY − ΩY T Yj )
.
Logo, da definic¸a˜o (4.28) e de (4.32), como λY3 = 0, segue que
Φ132 =
(SY − ΩY T Y2 )
[
W (T Y1 − T Y3 ) + λY1 (SY − ΩY T Y3 )
]
(SY − ΩY T Y1 ) [W (T Y2 − T Y3 ) + λY2 (SY − ΩY T Y3 )]
. (4.42)





2 + (W Y )2.
Substituindo na equac¸a˜o acima, as func¸o˜es ΩYK e W








2 + (αf1 + βf2 + f
′
3)











3(αf1 + βf2) + 2c(βf1 − αf2)






3(αf1 + βf2) + 2c(βf1 − αf2). (4.43)
onde na u´ltima igualdade usamos a notac¸a˜o (4.38). Por outro lado, substituindo as
func¸o˜es fi nas expresso˜es de T
Y













3 + C2 − αc), T Y3 = 4A3. (4.44)
Logo, sabendo que ΩY e´ dada por (4.30) e usando as equac¸o˜es (4.43) e (4.44), obtemos
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SY − ΩY T Y1 = A¯+ 2f2
(















































= A+ 2Bf1 + 2B¯f2. (4.47)
T Y1 − T Y3 =
2
αu3




Para finalizar, substituimos as equac¸o˜es obtidas acima, (4.45), (4.46), (4.47) e (4.48),
na expressa˜o de Φ132 dada por (4.42) e lembrando que W
Y e λYk sa˜o dadas por (4.30)
e (4.32), conclu´ımos que Φ132 e´ dada por (4.41).
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